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Розроблено фізичну і математичну 
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1. Вступ
Процес випалювання електродних заготовок про-
водиться у багатокамерних кільцевих печах типу Рід-
гамера, підвід теплоти в яких здійснюється за рахунок 
згоряння природного газу. Внаслідок конструкційних 
особливостей робота печей випалу характеризується 
достатньо великою нерівномірністю розподілу темпе-
ратури по камері печі, великою тривалістю (350–480 
год) та значними питомими витратами енергії (ПВЕ) 
3,9–4,5 ГДж/т. Тому однією з найважливіших і акту-
альних задач виробництва вуглеграфітових виробів є 
розробка науково-обґрунтованих технологічних ре-
гламентів процесу випалу, що забезпечують необхідну 
якість кінцевого продукту при зменшенні тривалості 
процесу та ПВЕ. При цьому для визначення раціональ-
них теплових режимів роботи випалювальних печей 
доцільно окремі експериментальні дослідження по-
єднувати з методами математичного моделювання [1], 
що дає змогу значно зменшити матеріальні витрати та 
скоротити термін розробок.
2. Аналіз літературних джерел
Зважаючи на складний теплообмін, гідродинамічні 
процеси при горінні природного газу, великі розміри 
та ін., багатокамерні печі є досить важким об’єктом для 
математичного моделювання фізичних полів, що про-
тікають в процесі випалювання. Це в основному і виз-
начило те, що кількість робіт присвячена цій проблемі 
в літературних джерелах є дуже обмеженою [2–4]. У 
цих роботах в основному розглядаються спрощені ма-
тематичні моделі з поділом на більш прості задачі, без 
врахування процесу горіння та ін.
В печах випалу на етапі «камера під вогнем» від-
бувається процес турбулентного горіння природного 
газу і, тому може бути описаний схожими математич-
ними моделями, які були розроблені для іншого про-
мислового обладнання [5].
3. Мета і задачі досліджень
Розробити фізичну і математичну модель тепло-
гідродинамічного стану камери багатокамерної печі 
з врахуванням радіаційного теплообміну і процесу 
горіння природного газу.
4. Фізична модель
Кільцева піч складається не менш ніж з двох або 
більше десятків камер, розташованих у два ряди ниж-
че нульової відмітки корпуса цеху випалювання. Кож-
на камера печі (рис. 1) в свою чергу складається з касет 
10, стінки і подина яких утворюють газові канали. В 
середину кожної касети, попередньо заповненої ниж-
нім шаром пересипки 4, завантажуються «зелені» за-
готовки 8, між якими і зверху яких також засипається 
пересипка. Зверху камера накривається теплоізольо-
ваним укриттям 1.
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Рис. 1. Камера печі випалу: 1 – склепіння; 2 
– місця встановлення пальників; 3 – канал 
для відводу димових газів; 4 – пересипка; 5 
– вогневі канали; 6 – вікна входу димових 
газів із попередньої камери; 7 – вогнетривке 
футерування камери; 8 – вуглеграфітові 
заготовки; 9 – муфельні канали; 10 – касети; 
11 – стовпчики подини касети; 12 – цегляна 
кладка; 13 – бетон
Рух димових газів через камеру печі від 
попередньої до наступної здійснюється по 
газовому тракту: вікна 6, вогневі канали 5, 
простір під склепінням 1, муфельні кана-
ли 9, простір між стовпчиками подини до 
вхідних вікон наступної камери. В процесі 
довготривалого випалювання електродних 
заготовок одночасно задіяна група камер 
печі, яка складається з 6–9 од. Причому 
перші дві або одна камера за ходом газів 
знаходяться під вогнем, а решта камер на-
грівається за рахунок відхідних димових газів перших 
камер. Тобто таким чином виконується утилізація 
теплоти відхідних газів. Під час випалювання група 
камер у кільцевій печі знаходяться на різному етапі 
випалу, якщо на першій – випал добігає свого кінця, 
то в останній – він тільки розпочався. При закінченні 
терміну випалу на першій камері вона відключається 
від вогню та від групи камер, задіяних у процесі, во-
гонь переноситься на наступну за ходом газів камеру і 
до групи камер підключається нова камера, що розта-
шована за останньою у групі.
Димові гази печі є стисливою рідиною, температура 
яких може сягати понад 1300°С, мають властивості 
поглинаючого і випромінюючого, нерозсіючого сере-
довища. Режим руху газів в каналах печі є турбулент-
ним. Теплообмін у газовому тракті печі є складним 
радіаційно-конвективним [6,7], а у твердих конструк-
ціях печі – здійснюється за рахунок теплопровідності. 
На етапі «камера під вогнем» у вогневих каналах і під 
склепінням печі відбувається процес горіння природ-
ного газу, що подається через отвори 2 в укритті каме-
ри. Згоряння природного газу в об’ємі печі вважається 
повним з утворенням діоксиду вуглецю і водяної пари. 
Кінетика хімічної реакції дифузійного турбулентного 
горіння ґрунтується на законі Ареніуса [5] і вихрової 
дисипації [8]. Нагрівання димових газів відбувається 
за рахунок хімічної реакції горіння і дисипації їх в’яз-
кості.
5. Математична модель
У відповідності зі сформульованою фізичною 
моделлю багатокамерної печі (рис. 1) математична 
модель нестаціонарного дифузійного згоряння при-
родного газу в турбулентному потоці може бути побу-
дована на базі осереднених за Рейнольдсом рівнянням 
Нав’є-Стокса (Reynolds averaged Navier-Stokes equati-
ons, RANS) в наближені k − ε  моделі з врахуванням 
стисливості рідини [6] включає в себе рівняння не-
розривності, збереження кількості руху, транспорту 
хімічних компонентів реакції горіння, енергії в ен-
тальпійному вигляді, турбулентної кінетичної енергії 
і швидкості її дисипації [5]:
де ρ  – густина осереднена за Рейнольдсом, 
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 – турбулентна 
в’язкість, Па⋅с; k – турбулентна кінетична енергія, 
Дж/кг; ε  – швидкість дисипації турбулентної кі-
нетичної енергії, Дж/(кг⋅с); I  – одиничний тензор 
третього рангу; g = ( )g g gx y z, , T  – вектор прискорен-
ня вільного падіння, м/с2; Y m m k Nk k= =/ , ,   1  – ма-
сова частка компоненти хімічної реакції горіння; 
mk  – маса k-ої компоненти, кг; m  – маса горючої 












  – вектор дифузного 
турбулентного потоку k-ої компоненти, кг/(м2⋅с); 
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 – субста нціона льна по-
хідна від тиску, Вт/м3; λ  – теплопровідність, 
Вт/(м⋅К); : – оператор лінійного відображення; 








σ  – об’ємна густина ра-
діаційного теплового потоку «сірого» середовища, 
Вт/м3; K  и n  – коефіцієнт поглинання (м-1) і по-
казник заломлення, відповідно; Ω  – тілесний кут, 
ср; σ  – постійна Стефана-Больцмана, Вт/(м2⋅К4); 






















exp expσ  –  і н -
тенсивність випромінювання (Вт⋅с/(м2⋅ср)) в на-
прямку s  в тілесному куті dΩ ; s0  – відповідає 
границі; ν  – кінематична в’язкість, м2/с; Gk , Gb , 
YM , C1 , Cµ , C3ε , σk , σε , C1ε , C2  – параметри і 
константи k − ε  моделі [6].
Перший член у правій частині рівняння енергії (1) 
пов’язаний з джерелом теплоти хімічної реакції го-
ріння, другий – з роботою тиску, третій – з теплопро-
відністю, четвертий – з дисипацією в’язкості, п’ятий 
– з дифузією компонентів хімічної реакції і шостий – з 
тепловим випромінюванням.
Для твердих елементів печі система рівнянь (1) 








T qvolat . (2)
При цьому теплопровідність пересипки прийма-
ється ефективною величиною – λeff , а в qvolat (Вт/м3) 
– враховуються теплота утворення летючих в заго-
товках.
Аналіз горіння метану у печі ґрунтується на при-
пущенні повного згорання природного газу до СО2 і 
Н2О. Тоді рівняння хімічної реакції горіння буде мати 
вид:
CH4 + 2O2 = СО2 + 2Н2О. (3)
Реакція (3) визначається стехіометричними кое-
фіцієнтами і миттєвими термодинамічними параме-
трами, від яких залежить її швидкість. Турбулентне 
змішування реагентів є фактором, що обмежує швид-
кість реакції. Турбулентно-хімічна взаємодія при го-
рінні природного газу описується за допомогою двох 
моделей: перша – модель обмеженої швидкості реакції 
на основі закону Ареніуса [5]; друга – модель вихрової 
дисипації (Магнунсена) [8]. В результаті використо-
вується менше з отриманих значень по швидкості 
реакції.
Джерело k-ої компоненти хімічної реакції (3) у 
відповідності з моделлю обмеженої швидкості реакції 
визначається як:
ωk k kW Q= , (4)
де Wk  – молекулярна вага компоненти, кг/моль; Q k  
– молярна швидкість утворення/розкладання компо-
нентів реакції, моль/(м3⋅с).
Реакція горіння (3) в узагальненому вигляді може 
бути представлена як:
′ ℜ ← → ′′ℜ
= =










де ′νk , ′′νk  – стехіометричні коефіцієнти k -го ре-
агенту і продукту реакції, відповідно; ℜk  – символ, 
який визначає k -у компоненту; Kf , Kr  – константа 
швидкості прямої і зворотної реакції, відповідно, 1/с.
Молярна швидкість розкладу компонентів прямої 
реакції визначається як:




















де ν ν νk k k= ′′ − ′ ; X Y W Wj j j j j  = =ρ ρ/ /  – молярна 
концентрація j -го компонента, моль/м3.
Константа швидкості прямої реакції горіння визна-









де A BT= α  – частотний фактор, 1/с; B,α  – постійні 
реакції; E  – енергія активації, Дж/моль.
Константа швидкості зворотної реакції визнача-









































де pa  = 1 бар; ∆s
0 , ∆h0  – зміна мольної ентропії 
(Дж/(моль⋅К) і ентальпії (Дж/моль) реакції, відповід-
но.
Молярна швидкість розкладання компонентів пря-





































де А=4, В=0,5 – емпіричні константи Магнунсена 
[8] для реагентів і продуктів реакції, відповідно; індек-
си R, P – відносяться до реагентів і продуктів реакції, 
відповідно.
У рівняннях (8), (9) швидкість реакції визнача-
ється масштабом часу змішування великих вихорів і 
відношенням k / ε  як в моделі Сполдінга [9].
Початкові умови:
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ε ε
 (10)
де X x y z, ,( ) ∈Ω  – декартові координати, м; Ω  – роз-
рахункова область.
Граничні умови (ГУ):
− на вході природного газу (11) і окислювача (гази 




































































































де G  – масові витрати, кг/с;
− на границях контакту твердих елементів кон-
струкції печі (абсолютний контакт) (14), газовий тракт 
































n ⋅ − ∇( ) = ( ) −( )λ αT T T Teff env.sp , (16)
де T T T{ } = −+ − ; n q n q n q⋅{ } = ⋅ − ⋅+ + − − ; q = − ∇λ T  – 
вектор густини теплового потоку, Вт/м2; n  – вектор 
нормалі до поверхні контакту; qr  – вектор густини ра-
діаційного теплового потоку, Вт/м2; αeff  – ефективний 
коефіцієнт тепловіддачі, Вт/(м2⋅К); Tenv.sp  – температу-
ра оточуючого середовища, К.
Для отримання оперативних оцінок тепло-гідро-
динамічного стану печей Рідгамера можна користу-
ватись спрощеною математичною моделлю процесу 
випалювання електродних виробів. Спрощена модель 
камери печі випалу включає систему рівнянь (1) без 
рівняння транспорту хімічних компонентів реакції 
горіння.
У правій частині рівняння енергії (1) також від-
сутні джерела теплоти, які пов’язані з хімічною реак-
цією горіння, дифузією компонентів хімічної реакції 
і тепловим випромінюванням. Початкові умови (10) 
і ГУ (12), (13) записуються для димових газів без 
врахування масової долі компонентів хімічної реак-
ції горіння. ГУ (11) не використовуються, а (14)–(16) 
лишаються без змін.
Висновки
Розроблена фізична модель якісно описує про-
цес випалювання електродних заготовок у багато-
камерних печах, а запропонована математична мо-
дель дозволяє теоретично досліджувати цей процес 
та відпрацьовувати технологічні регламенти випалу, 
що забезпечують необхідну якість кінцевого продукту 
при зменшенні тривалості процесу та ПВЕ.
З використанням математичної постановки зада-
чі (1)–(16) планується розробка числових моделей 
тепло-гідродинамічного стану багатокамерних печей, 
а також проведення експериментальних досліджень 
процесу нагріву електродних заготовок в промисло-
вих умовах з метою перевірки адекватності запропо-
нованої математичної моделі.
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Наведено умови на модель Фрідріхса, які 
дозволяють записати формулу для стрибка 
резольвенти на неперервному спектрі
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скачка резольвенты на непрерывном спек-
тре
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The conditions on the Friedrich’s model, 
which permit to write the formula for the jump 
of the resolvent on continuous spectrum are ind-
icated
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∫ −( ) ⊂ −∞ ∞lim
is well-known for a long time (see for example Bereza-
nski Yu.M.[1],p.425). Obviously the jump of the resolvent 
ε
ζ ζ
φ ψ ζ σ ε σ
→+
− + ∈ −∞ ∞
0
(( ) , ), = , ( , )lim R R i  is important in the 
theory of nonselfadjoint perturbation of continuous spec-
trum too. In the work Ljance V.E. [2] conserning non-sel-
fadjoint Friedrichs’ model the author uses an extension of 
the operator in more wide space. In the work Cheremnikh 
E.V. [3] an auxiliary operator (like maximal differential 
operator) was used. In presented article we precise the 
calculus of the jump of resolvent.
Preliminary and main theorem
Let H L R H R= ( , ),2 1 = −∞ ∞( ), ,  where H1  is some Hilbe-
rt space with scalar product ( , ) .
1
• • H  We consider Friedrichs’ 
model
T S V V A B D T D S A B H G= , = , ( ) = ( ), , : ,*+ →  (1)
where S  is the operator of multiplication by indepe-
ndent variable (i.e. ( )( ) = ( ),S Rφ τ τφ τ τ ∈ ) with maximal 
domain of definition D S( )  and A B,  are bounded operators 
from H  in G . The space G  is auxialiary Hilbert space. 
We use notation φ ψ, , , , ,f g H c d G∈ ∈  for the elements and 
( , ),( , )• • • • G  for scalar product respectively. We denote 
S S T Tζ ζζ ζ= ( ) , = ( )
1 1− −− − . The relation ( ) =T − ζ ψ φ  or 
( ) =*S A B− +ζ ψ ψ φ  (see1) gives
ψ ψ φ ζζ ζ+ ≠S A B S
* = , 0Im  (2)
